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त्रि-विमीय ज्यामिति 








‘$° The moving power of mathematical invention is not 
reasoning but imagination. - A.DEMORGAN *% 


.] भूमिका (Introduction) 


कक्षा जा में, वैश्लेषिक ज्यामिति का अध्ययन करते समय द्वि-विमीय 
और त्रि-विमीय विषयों के परिचय में हमने स्वयं को केवल कार्तीय 
विधि तक सीमित रखा है। इस पुस्तक के पिछले अध्याय में हमने 
सदिशों की मूल संकल्पनाओं का अध्ययन किया है। अब हम सदिशों 
के बीजगणित का त्रि-विमीय ज्यामिति में उपयोग करेंगे। त्रि-विमीय 
ज्यामिति में इस उपागम का उद्देश्य है कि यह इसके अध्ययन को 
अत्यंत सरल एवं सुरुचिपूर्ण (सुग्राहय) बना देता है।* 

इस अध्याय में हम दो बिंदुओं को मिलाने वाली रेखा के 
दिक-कोज्या व दिक्‌-अनुपात का अध्ययन करेंगे और विभिन्न 
स्थितियों में अंतरिक्ष में रेखाओं और तलों के समीकरणों, दो रेखाओं, 
दो तलों व एक रेखा और एक तल के बीच का कोण, दो 
विषमतलीय रेखाओं के बीच न्यूनतम दूरी व एक तल की एक बिंदु 
से दूरी के विषय में भी विचार विमर्श करेंगे। उपरोक्त परिणामों में से teotiard Evite 
अधिकांश परिणामों को सदिशों के रूप में प्राप्त करते हैं। तथापि हम (I707-783) 
इनका कार्तीय रूप में भी अनुवाद करेंगे जो कालांतर में स्थिति का स्पष्ट ज्यामितीय और विश्लेषणात्मक 
चित्रण प्रस्तुत कर सकेगा। 


.2 रेखा केदिक-कोसाइन और दिक-अनुपात (Direction Cosines and Direction 
Ratios of a Line) 

अध्याय ।0 में, स्मरण कीजिए, कि मूल बिंदु से गुजरने वाली सदिश रेखा ], द्वारा «, » और 7-अक्षों 
के साथ क्रमश ०, $ और % बनाए गए कोण दिक्‌-कोण कहलाते हैं तब इन कोणों की कोसाइन नामत: 
0०050, cosh और ८०5 रेखा 7 के दिक-कोसाइन (direction co५in९ऽ ०7 ८'ऽ) कहलाती हैं। 





*# For various activities in three dimensional geometry, one may refer to the Book 
“A Hand Book for designing Mathematics Laboratory in Schools”, NCERT, 2005 
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यदि हम], की दिशा विपरीत कर देते हैं तो दिक्‌-कोण, अपने संपूरकों में अर्थात्‌ 7-०, 7-5 और 
7-१ से बदल जाते हैं। इस प्रकार, दिक्‌-कोसाइन के चिह्न बदल जाते हैं। 






TF 
l 
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आकृति ].7 

ध्यान दीजिए, अंतरिक्ष में दी गई रेखा को दो विपरीत दिशाओं में बढ़ा सकते हैं और इसलिए इसके 
दिक्‌-कोसाइन के दो समूह हैं। इसलिए अंतरिक्ष में ज्ञात रेखा के लिए दिक्‌-कोसाइन के अद्वितीय 
समूह के लिए, हमें ज्ञात रेखा को एक सदिश रेखा लेना चाहिए। इन अद्वितीय दिक्‌-कोसाइन को 
।,॥ और 7 के द्वारा निर्दिष्ट किए जाते हैं। 
टिप्पणी अंतरिक्ष में दी गई रेखा यदि मूल बिंदु से नहीं गुजरती है तो इसकी दिक्‌-कोसाइन को ज्ञात 
करने के लिए, हम मूल बिंदु से दी गई रेखा के समांतर एक रेखा खींचते हैं। अब मूल बिंदु से इनमें 
से एक सदिश रेखा के दिक्‌-अनुपात ज्ञात करते हैं क्योंकि दो समांतर रेखाओं के दिक्‌-अनुपातों के 
समूह समान (वही) होते हैं। 

एक रेखा के दिक्‌-कोसाइन के समानुपाती संख्याओं को रेखा के दिक्‌-अनुपात (direction 
7a(05 077'5) कहते हैं। यदि एक रेखा के दिक्‌-कोसाइन ॥, #, # व दिक्‌-अनुपात ८, £, ८ हों तब 
किसी शून्येतर \€  ॥ के लिए = ^, b=\m और ८ = 9४ 


| # टिप्पणी | कुछ लेखक दिक-अनुपातों को दिक्‌-संख्याएँ भी कहते हैं। 
मान लीजिए एक रेखा के दिक्‌-अनुपात ८, ७, ८ और रेखा की दिक्‌-कोसाइन 7, #, 7 है। तब 





| 
=~ = --# (मान लीजिए), / एक अचर है। 


a b ८ 
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इसलिए (- ६/८, # ८ 0, # ८ ८८ iam) 
परतु F+m +n ८ | 
इसलिए, (a+b +ce)=l 
या Kk मा 
हर एव +b? कट +b +c 
अतः (।) से, रेखा को दिक्‌-कोसाइन (4.८.5 ) 
[=+ [क्ल m= न Mm ना य 
a+b +c Ja? +b +c? a+b +e 


किसी रेखा के लिए यदि रेखा के दिक्‌-अनुपात क्रमशः ०, 9, ८ हे, तो #०, ‰, ८; £ #0 भी 
दिक्‌-अनुपातों का एक समूह है। इसलिए एक रेखा के दिक्‌-अनुपातों के दो समूह भी समानुपाती होंगे। 
अतः किसी एक रेखा के दिक्‌-अनुपातों के असंख्य समूह होते हैं। 


.2.] रेखा की दिक-कोसाइन में संबध (Relation between the direction cosines 
of a line) 

मान लीजिए कि एक रेखा ९5 की दिकू-कोसाइन 7, , # है। मूल 
बिंदु से दी गई रेखा के समांतर एक रेखा खींचिए और इस पर एक 
बिंदु P(*, ), 2) लीजिए। P से -अक्ष पर लंब P^ खींचिए 
(आकृति ।.2)। 


OA x 
यदि 0P=7. तो ०05 क कक जिससे + = /7 प्राप्त होता है। 
Yr 





इसी प्रकार y= mr और Z= MY. 

इसलिए, x+y + ८ =r(E+m +n) 

परतु x2 + 9८ +- का -- y2 आकृति ],2 
अतः; LP+m’+n’=l 


.2.2 दो बिंदुओं को मिलाने वाली रेखा की दिक-कोसाइन (Direction cosines ofa line 
passing through two points) 
क्योंकि दो दिए बिंदुओं से होकर जाने वाली रेखा अद्वितीय होती है। इसलिए दो दिए गए बिंदुओं 
P(,, ),, 2) और 0७५, »,, 2.) से गुजरने वाली रेखा की दिक्‌-कोसाइन को निम्न प्रकार से ज्ञात 
कर सकते हैं (आकृति ।।.3 (8)। 

मान लीजिए कि रेखा ?() की दिक्‌-कोसाइन /, #, # हैं और यह », ) और 2-अक्ष के साथ कोण 
क्रमशः ०, 3, | बनाती हैं। 
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मान लीजिए ? और 0 से लंब खींचिए जो %४-तल को रतथा $ पर मिलते हैं। से एक 
अन्य लंब खींचिए जो ($ को च पर मिलता है। अब समकोण त्रिभुज P\Q में, ZPQN = १ 
(आकृति ।।.3 (७)) इसलिए 








आकृति 77.3 
Sr NQ _ 2272 
cosY = PQ रह 
3. -++ किन 
इसी प्रकार cos, = 2! और ८०५ = Bo) a, 
PQ PQ 


अतः बिंदुओं P( , ),, 5.) तथा ९७, )„, 2,) को जोड़ने वाले रेखाखंड 70 कि दिक्‌-कोसाइन 


XM JT 224 हैं। 


PQ FQ ‘PQ 





जहां 4 (७-०) +s oy) (soa) 
जहां PQ = Jon) HOY) +(22 “ 2) 


टिप्पणी बिंदुओं ?(,, »,, 2,) तथा ९७६, »,, 2,) को जोड्ने वाले रेखाखंड के दिक्‌-अनुपात निम्न 
प्रकार से लिए जा सकते हैं। 


NT है) 27 YP LT &]5 या “हे NT YLT /5 


उदाहरण | यदि एक रेखा », » तथा 2-अक्षों को धनात्मक दिशा के साथ क्रमशः 90°, 60° तथा 30° 
का कोण बनाती है तो दिक्‌-कोसाइन ज्ञात कीजिए। 


l 

हल मान लीजिए रेखा की दिक्‌-कोसाइन !, 7, # है। तब ! = ८०७ 90° = 0, m = ००5 60° = ठ 
४3 
n = COs 30° = घ्य 
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उदाहरण 2 यदि एक रेखा के दिक्‌-अनुपात 2, -], -2 हैं तो इसकी दिक्‌ू-कोसाइन ज्ञात कीजिए। 
हल दिक्‌-कोसाइन निम्नवत्‌ हैं 


2 -] -2 
ODO rE (2+) +2)? +(-T) + (-2)? 
व Ne 
EE वु 


उदाहरण 3 दो बिंदुओं (- 2,4, - 5) और (।,2, 3) को मिलाने वाली रेखा की दिक्‌-कोसाइन ज्ञात 
कोजिए। 


हल हम जानते हैं कि दो बिंदुओं ?(* , »,, 2) और ९४, »,, 2.) को मिलाने वाली रेखा की 
दिक्‌-कोसाइन 


NTN TN 2 लत 


9 


PQ PQ PQ 
हैं, जहाँ PQ = (०-०) +(0०-3) (a) <u) ya) 
यहाँ ? और 0 क्रमशः (- 2, 4, - 5) और (।, 2, 3) हैं। 
इसलिए PQ =-= + (2-(-5)) = 77 
इसलिए दो बिंदुओं को मिलाने वाली रेखा की दिक-कोसाइन हैं: 
3 2 ०_ 
RS HT NT 


उदाहरणा 4 ४, और 2-अक्षों की दिक्‌-कोसाइन ज्ञात कीजिए। 


हल *-अक्ष क्रमश: +, » और 7-अक्ष के साथ 0°, 90° और 90° के कोण बनाता है। इसलिए +-अक्ष 
को दिक्‌-कोसाइन COS 0°, cos 90°, cos 90° अर्थात्‌ I,0,0 हें | 

इसी प्रकार )-अक्ष और 2-अक्ष की दिक्‌-कोसाइन क्रमशः 0, , 0 और 0, 0, | हैं। 

उदाहरण 5 दर्शाइए कि बिंदु 4 (2, 3, -4), 8 (।,-2, 3) और € (3, 8, - ]]) सरेख हैं। 

हल ^ ओर B को मिलाने वाली रेखा के दिक्‌-अनुपात 

] -2, /2९९३,७४*, 4 अर्थात्‌ ], - 5, 7 हैं। 

8 और € को मिलाने वाली रेखा के दिक्‌-अनुपात 3-।, 8 +2, - ।। -3, अर्थात्‌, 2, ।0, - 4 हैं। 


स्पष्ट है कि 48 और BC के दिक-अनुपात समानुपाती हैं। अतः AB और BC समांतर हैं] परंतु 
AB और BC दोनों में छ उभयनिष्ठ है। अतः 4, 8, और € सरेख बिंदु हैं। 
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प्रश्नावली 77.,7 | 


. यदि एक रेखा +, » और 2-अक्ष के साथ क्रमश: 90°, ]35°,45° के कोण बनाती है तो इसकी 
दिक्‌-कोसाइन ज्ञात कोजिए। 


एक रेखा की दिक्‌-कोसाइन ज्ञात कीजिए जो नि्देशांक्षों के साथ समान कोण बनाती है। 
यदि एक रेखा के दिक्‌-अनुपात -8, 2, - 4, हैं तो इसकी दिक्‌-कोसाइन क्या हैं? 
दर्शाइए कि बिंदु (2, 3, 4), (- ।, - 2, ]), (5, 8, 7) सरेख हैं। 

एक त्रिभुज की भुजाओं को दिक्‌-कोसाइन ज्ञात कोजिए यदि त्रिभुज के शीर्ष बिंदु 
(3,5, -4), (- , , 2) और (- 5, - 5, - 2) हैं। 


IY बन पी 


..3 अंतरिक्ष में रेखा का समीकरण (Equation of a Line in Space) 
कक्षा %] में द्वि-विमीय तल में रेखाओं का अध्ययन करने के पश्चात्‌ अब हम अंतरिक्ष में एक रेखा 
के सदिश तथा कार्तीय समीकरणों को ज्ञात करेंगे। 
एक रेखा अद्वितीयतः निर्धारित होती है, यदि 
() यह दिए बिंदु से दी गई दिशा से होकर जाती है, या 
(४) यह दो दिए गए बिंदुओं से होकर जाती है। 


.3.। दिए गए बिंदु 4 से जाने वाली तथा दिए गए सदिश # के समातर रेखा का समीकरण 
(Equation of a line through a given point.A and parallel to a given vector b) 
समकोणिक निर्देशांक्ष निकाय के मूल बिंदु 0 के सापेक्ष 
मान लीजिए कि बिंदु 4 का सदिश ८ है। मान लीजिए कि 
बिंदु 4 से जाने वाली तथा दिए गए सदिश / के समांतर 
रेखा /है। मान लीजिए कि / पर स्थित किसी स्वेच्छ बिंदु 
? का स्थिति सदिश ह है (आकृति ।.4)। 


तब ॥^P सदिश / के समांतर है अर्थात्‌ ^= ^ , जहाँ 





) एक वास्तविक संख्या है। 

कि के आकृति 77.4 
परंतु AP = 07 -0& 
अर्थात्‌ १:30 =F-d 


विलोमतः प्राचल » के प्रत्येक मान के लिए यह समीकरण रेखा के किसी बिंदु ? की स्थिति प्रदान 
करता है। अतः रेखा का सदिश समीकरण हैः 


F=d+hb ..(D) 
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टिप्पणी यदि = ८† +} +८ है तो रेखा के दिक्‌-अनुपात ८,७, ८ है और विलोमतः यदि एक रेखा 


के दिक्‌-अनुपात ८, 2, ८ हों तो छ = ८ + ८} +८ रेखा के समांतर होगा। यहाँ 9 को | ।न समझा जाए। 


सदिश रूप से कार्तीय रूप व्युत्पन्न करना (Derivation of Cartesian Form from Vector 
Form) 


मान लीजिए कि दिए बिंदु & के निर्देशांक (४,, ,, 2.) हैं और रेखा की दिक्‌-कोसाइन 
८, ७, ८ हैं मान लीजिए किसी बिंदु ? के निर्देशांक (%, ), 2) हैं। तब 
F=sxf+y+ak:a= i+ +2 k 
और b= at+b j+c k 
इन मानों को (।) में प्रतिस्थापित करके !, / और #, के गुणांकों की तुलना करने पर हम पाते 
हैं कि 
x= x, + ८; y= y,+ Nh br = 2८ (2) 
ये रेखा के प्राचल समीकरण हैं। (2) से प्राचल ^ का विलोपन करने पर, हम पाते हैं: 


A YT ANE J ... (3) 
a b ८ 
यह रेखा का कार्तीय समीकरण हे। 
टिप्पणी यदि रेखा की दिक्‌-कोसाइन /, #%, # हैं, तो रेखा का समीकरण 


ल्च्छ) | “है ८ हैं। 
( m n 


उदाहरण 6 बिंदु (5, 2, -4) से जाने वाली तथा सदिश 3 + 27- 8# के समांतर रेखा का सदिश 
तथा कार्तीय समीकरणों को ज्ञात कोजिए। 
हल हमें ज्ञात है, कि 

द = 5+27-4fऔर ७=37+2 7-8 
इसलिए, रेखा का सदिश समीकरण है: 

r=5i+27-4f+A(3i+27-8%) [() से] 
चूँकि रेखा पर स्थित किसी बिंदु ?(*, », 2) की स्थिति सदिश # है, इसलिए 

xi+yj+ak=5i+2}-4k+A(3i+27-8k) 


= (5+3A)i+(+2N) j+(-4-8A)k 


209-20 


484 गणित 


» का विलोपन करने पर हम पाते हें कि 


४-5 y-2_2+4 
3 2 —8 


जो रेखा के समीकरण का कार्तीय रूप है। 


I.3.2 दो दिए गए बिंदुओं से जाने वाली रेखा का समीकरण (Equation ofa line passing 
through two given points) 


मान लीजिए एक रेखा पर स्थित दो बिंदुओं (४, ),, 2.) और 8(५,, , 2,), के स्थिति सदिश क्रमशः 
ठं और हैं (आकृति ।।.5)। 
मान लीजिए 7 एक स्वेच्छ बिंदु ? का स्थिति 7 


) 
सदिश है। तब 7? रेखा पर है यदि और केवल यदि रह a i 







AP=7 - तथा B= - सरेख सदिश हैं। इसलिए ५) 
? रेखा पर स्थित हे यदि और केवल यदि हे 
F-d=A(b-@) 
या F=a+N(b-d), NER ..(D ल 





जो रेखा का सदिश समीकरण है। 
सदिश रूप से कार्तीय रूप व्युत्पन्न करना 
हम पाते हें कि 


आकृति 77.5 


F=xi+yj+zk, d=xi+y| +2 (, और b=x,i + 9, j+zk 
इन मानों को (॥) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 
xi+yJj+zk=midyitak+A[-m)it(y-y) ita] 
£, }, £ के गुणांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं कि 


Xx + ॥ (कै 27): 0८ ५ +  (५,- 3»); 25८2, + औ (८, - 2.) 
») का विलोपन करने पर हम पाते हें कि 


$ ५ _ आह 
AIM YT 2 


जो रेखा के समीकरण का कार्तीय रूप हे। 


उदाहरण 7 बिंदुओं (-], 0, 2) और (3, 4,6) से होकर जाने वाली रेखा का सदिश समीकरण ज्ञात 
कोजिए। 


हल मान लीजिए ८ और छ बिंदुओं ^(- ], 0, 2) और B(3, 4, 6) के स्थिति सदिश हैं। 
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तब d=-i+2k 
और b=3i+4j+6k 
इसलिए b-a=4i+4j+4k 


मान लीजिए कि रेखा पर स्थित किसी स्वेच्छ बिंदु ? का स्थिति सदिश 7 है। अतः रेखा का 
सदिश समीकरण 
=—i+2k+A(4i+4j+4k) 
3 5 2+6 
2 4 





उदाहरण 8 एक रेखा का कार्तीय समीकरण है। इस रेखा का सदिश समीकरण 


ज्ञात कोजिए। 
हल दिए गए समीकरण का मानक रूप 


४ ५ _ औआ _<€ 


a b C 
से तुलना करने पर हम पाते हैं कि +, = -3, » = 5, 2; = 6; ०= 2, ७ = 4, ८ = 2 
इस प्रकार अभीष्ट रेखा बिंदु (- 3, 5, - 6) से होकर जाती है तथा सदिश 27+47+2# के 
समांतर है। मान लीजिए कि रेखा पर स्थित किसी बिंदु की स्थिति सदिश 7 है तो रेखा का सदिश 
समीकरण 
#- (-3 +# GOS Ci +R 
द्वारा प्रदत्त है। 


।.4 दो रेखाओं के मध्य कोण (Angle between two lines) 


मान लीजिए कि 7. और, मूल बिंदु से गुजरने वाली दो रेखाएँ हैं जिनके दिकू-अनुपात क्रमशः 
4,, ७,, ८, और 4, 2,, ८,, है। पुनः मान लीजिएकि 7. पर एक बिंदु ? तथा [., पर एक बिंदु 0 है। 
आकृति ।7.6 में दिए गए सदिश 07 और 00 पर विचार कोजिए। मान लीजिए कि 0? और 00 
के बीच न्यून कोण 6 है। अब स्मरण कीजिए कि सदिशों 0? और 00 के घटक क्रमशः ०,, ७ 


UE 
८, और ८,, ४, ८, हैं। इसलिए उनके बीच का कोण 9 7 


OR. i 
aid» +bb, +cic 
००४0 = ह राव जका ३ द्वारा प्रदत्त है। 
a, +b +c Jas +b 
पुनः ऽ¡॥ 9 के रूप में, रेखाओं के बीच का कोण 


SIN 0 = Jl - cos? @ [I — cos" 0 से प्रदत्त हे 


ho पटल पक +0929,+20०)* 





( a + रण + ट ) ( a) + b; + ८; ) 


आकृति 7.6 
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Va?+b? +e) +t? +e? )-(anas + hb, +ac;) a ~~ रण -- 6 ) ( a) -- b; न हु ) न्‍- ( ajay + bbs +cics ) र 


Ja? +b? +c?) Jag +b? +3) 


Vlab-ab)+bo-ba) +(e m-c a) b, — as 0, ) (AC DE y TV ds Cd 





आ क = EG) 
a +Bbl+e Ja+bl +e 


| #= टिप्पणी | उस स्थिति में जब रेखाएँ 7, और !.. मूल बिंदु से नहीं गुजरती है तो हम 
ए, और, के समांतर, मूल बिंदु से गुजरने वाली रेखाएँ क्रमशः 7.” व 7”, लेते हैं। यदि रेखाओं 


.., और [., के दिक्‌-अनुपातों के बजाय दिक्‌-कोसाइन दी गई हो जैसे [, के लिए ॥, #,, #, और 
.., के लिए !,, #,, 7, तो (।) और (2) निम्नलिखित प्रारूप लेंगे। 








cos 9 = ILL, + mm, + nn, (क्योंकि [Fm kn =l=lsms+n;) .. (3) 
और sin 0 = hrs - 280) ~ ng ms ni) +n bom)? lm, l,m | (mn m,n) +n lym) CE) 
दिक्‌-अनुपात ८,, 2,, ८, और ८,, #,, ८, वाली रेखाएँ 

0) लंबवत्‌ है, यदि 6 = 90°, अर्थात्‌ (।) से ०,०, + #9, + ८,८, = 0 

| a b c 

(४) समांतर है, यदि 0 = 0, अर्थात्‌ (2) से -- = -ˆ = -+ 
ds 92, Cs 


अब हम दो रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात करेंगे जिनके समीकरण दिए गए हैं। यदि उन रेखाओं 
# = 4+, और 7 = ८, +|, के बीच न्यून कोण 6 है 














bl 82 
तब COSO = निनि 
bi ||b2 
में न xx -- Z— 
कार्तीय रूप में यदि रेखाओं: 5 ..() 
| b, C] 
xX -- टु- ट्‌ 
और 2 2-5 2 ®) 
७2 bs C2 


के बीच का कोण 6 है जहाँ रेखाएँ () व (2) के दिक्‌-अनुपात क्रमशः ०,७, ८, तथा 
ह ८, है तब 


dds FOO kEiC 
cos 0 = 





Ja? +b? +e? BD Ja +b} +? क 
dsb १56 dS bs Cs 
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उदाहरण 9 दिए गए रेखा-युग्म 

Fe iia की कक] 
और है; 55 (i EG 
के मध्य कोण ज्ञात कीजिए 


हल मान लीजिए = †+27+2# और 8, = 3:+27+6f 
दोनों रेखाओं के मध्य कोण 6 है, इसलिए 


| 

















०- |. -b, | |(f+27+2k):Gi+2}+6k) 
COS == — ला नये | ज्ग्ग्््ि्चखितञहतोथवथटहव् जा्ओाएडखयकओ$ओ॥ओ$॥ओआ॥ओआ 4 १ । णणएणए 
|b ॥+4+49+4+36 
3+4+]2 _I9 
| 3x7 2] 

अतः i] न दा A 

$ — CO oI 
उदाहरण ]0 रेखा-युग्मः 
>> byl 2Z+3 

3 5 4 
+l ४-4 2-5 

और NT SNP 
] ] #, 

के मध्य कोण ज्ञात कोजिए। 


हल पहली रेखा के दिक्‌-अनुपात 3, 5, 4 और दूसरी रेखा के दिक्‌-अनुपात ।, !, 2 हैं। यदि उनके 
बीच का कोण 0 हो तब 








F 3.]+5.+4.2 I6 I6 843 

COS O = | ——S——्S— oor =e = wm = 

४३2 +57+4? NI +I? +2?| ४50४6 5४246 IS 
8/3 

अतः अभीष्ट कोण ८०४ | 5] है। 


7.5./दो रेखाओं के मध्य न्यूनतम दूरी (Shortest Distance between two lines) 


अंतरिक्ष में यदि दो रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद करती है तो उनके बीच की न्यूनतम दूरी शून्य है। और 
अंतरिक्ष में यदि दो रेखाएँ समांतर है तो उनके बीच की न्यूनतम दूरी, उनके बीच लंबवत्‌ दूरी होगी 
अर्थात्‌ एक रेखा के एक बिंदु से दूसरी रेखा पर खींचा गया लंब। 
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इसके अतिरिक्त अंतरिक्ष में, ऐसी भी रेखाएँ 
होती है जो न तो प्रतिच्छेदी और न ही समांतर 
होती है। वास्तव में ऐसी रेखाओं के युग्म 
असमतलीय होते हैं और इन्हें विषमतलीय रेखाएँ 
(5८७ ।¡१९ऽ) कहते हैं। उदाहरणतया हम 
आकृति ।].7 में », » और 2-अक्ष के अनुदिश 
क्रमशः ,3, 2 इकाई के आकार वाले कमरे पर 
विचार करते हैं। 

रेखा GE छत के विकर्ण के अनुदिश है और र आकृति 77.7 
रेखा DB, ^ के ठीक ऊपर छत के कोने से 
गुजरती हुई दीवार के विकर्ण के अनुदिश है। ये रेखाएँ विषमतलीय हैं क्योंकि वे समांतर नहीं है और 
कभी मिलती भी नहीं हैं। 
दो रेखाओं के बीच न्यूनतम दूरी से हमारा अभिप्राय एक ऐसे रेखाखंड से है जो एक रेखा पर स्थित 
एक बिंदु को दूसरी रेखा पर स्थित अन्य बिंदु को मिलाने से प्राप्त हों ताकि इसकी लंबाई न्यूनतम हो। 


न्यूनतम दूरी रेखाखंड दोनों विषमतलीय रेखाओं पर लंब होगा। 





।.5.] दो विषमतलीय रेखाओं के बीच की दूरी (Distance-between two skew lines) 
अब हम रेखाओं के बीच की न्यूनतम दूरी निम्नलिखित विधि से 
ज्ञात करते हैं। मान लीजिए / और /, दो विषमतलीय रेखाएँ है 
जिनके समीकरण (आकृति ।].8) निम्नलिखित हैं: 





F=d+\b .() 
और 7 = ८, +॥ 2, 9) 
रेखा / पर कोई बिंदु $ जिसकी स्थिति सदिश ८, और !, पर कोई आकृति 77.8 


बिंदु 7 जिसकी स्थिति सदिश 6, है, लीजिए। तब न्यूनतम दूरी 

सदिश का परिमाण, $7 का न्यूनतम दूरी की दिशा में प्रक्षेप को माप के समान होगा (अनुच्छेद 
0.6.2)। 

यदि / और /, के बीच की न्यूनतम दूरी सदिश 76 है तो यह दोनों छ, और ४, पर लंब होगी। ए6 
को दिशा में इकाई सदिश # इस प्रकार होगी कि 


| 


x 





38% (2) 


र 
|| 
| 
| 


2५ 
SS) 
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तब PQ = ad 


जहाँ 4, न्यूनतम दूरी सदिश का परिमाण है। मान लीजिए ठु और 70 के बीच का कोण 0 है, तब 


PQ = ST Icos 0! 
Ee ०० = || हठ ।। इ । 





dh:( d _ d, ) 


d ST 





(क्योंकि 57 = 6, - द) 


(9, ~ 29,) - (व, - दे) 
ST |b x b,| 


((3) के द्वारा) 








इसलिए अभीष्ट न्यूनतम दूरी 
d= PQ = ST Icos 0! 


(9, % b;)- (@, - वें.) 








या d= = है। 
| 0 2६ 8, | 
कार्तीय रूप (Cartesian Form) 
रेखाओं: 
हर 4 के )_ 2 2 
!' ~ ७ ८ 
॥ ] | 
x- x — हलक हु 
और |, : EN 2 
2 bs C2 
के बीच की न्यूनतम दूरी हैः 





(०-००) + (cra, — cya, + (arb, — ash)? — bc, ) + (Cia —Csd, ) + (aby — dsb, ) 
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.5.2 समातर रेखाओं के बीच की दूरी (Distance between parallel lines) 
यदि दो रेखाएँ। यदि !, समांतर हैं तो वे समतलीय होती हैं। माना दी गई रेखाएँ क्रमशः 


Hd Fb ..(D) 
और F=,+Wb RR), 
हैं, जहाँ / पर बिंदु $ का स्थिति सदिश 6, और !, पर बिंदु 7 ते | 

“>> 2 


का स्थिति सदिश 6, है (आकृति ]].9) 
क्योंकि ।,, और /,समतलीय है। यदि बिंदु 7 से ॥ पर 


डाले गए लंब का पाद्‌ ? है तब रेखाओं !, और !, के बीच की A Pe P | 
दूरी = TP $ (८) | 
मान लीजिए कि सदिशों उ और ७ के बीच का कोण 6 है। तब, आवृ 69 

b x ST = (lbll STIsin 0) # पे] 
जहाँ रेखाओं ॥ और /,के तल पर लंब इकाई सदिश # है। 
परंतु ST = कं; ~ 4 


इसलिए (3) से हम पाते हें कि 
9 xX(d,—d) = IbIPTA (क्योंकि PT = ST sin 0) 


अर्थात्‌ |b x (d, —d)l = IBIPT-.I (aslal=]) 
इसलिए ज्ञात रेखाओं के बीच न्यूनतम दूरी 
४5 ण5 2 है 








उदाहरण ॥ रेखाओं । और /, के बीच की न्यूनतम दूरी ज्ञात कीजिए जिनके सदिश समीकरण है: 
pero h(i 5 ज5 ) ..()) 
और है 5 Dp पे leeds IG |S iD) ... (2) 


हल समीकरण (।) व (2) की 7 = 4 +0 और 7 = द, + // 8, , से तुलना करने पर हम 
पाते हैं कि 


2 
|| 
~.» 
+ 
> 
पा 
|| 
b> 
Ns,» 
| 
—.» 
+ 
क) 
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इसलिए कं, -दं। 5 -# 
और b xb, 5 (2i- Jw | Dk) 
i jk 
=| 2 #य I|=3f-}-7k 
3 -5 2 
इस प्रकार |b, ~ b,। = J9++49 = ४59 
इसलिए दी गई रेखाओं के बीच को न्यूनतम दूरी 
पर (b Xb,) KO) _ | 3-- 0 + / | _ IO 
| 9,  b, | 59 ४59 


उदाहरण |2 निम्नलिखित दी गई रेखाओं !, और !,: 
F=i+2F-4k+FAC2ILAN GIN 


और F=3+3/j-5+॥((27+37+6¢)के बीच न्यूनतम दूरी ज्ञात कीजिए। 
हल दोनों रेखाएँ समातंर हैं। (क्यों?) हमें प्राप्त है कि 

d= i+2j-4k,d, =37+37-5f और > = 2 +3}+6 
इसलिए रेखाओं के बीच की दूरी 


ON 7५५५ 


DD DD SS 
OS ~. 


bx (d, - 4) 


d = न 
| ७ | 


| 
rm 








> 
+ 
© 
ल 
७3 
(5 


_|-9/+4/-46।| _ ४293 _ ४293 है 
हर ५49 49 7 


प्रश्नावली 77.2 | 


3 4 4 ]2 3 3 -4 ]2 
, >> वाली तीन 


2 
|. (ही दिक्‌-कासाइन कु {3° या! या व यढ! 73' उड़! 5 
रेखाएँ परस्पर लंबवत्‌ हैं। 
2. दर्शाइए कि बिंदुओं (],- , 2), (3, 4, - 2) से होकर जाने वाली रेखा बिंदुओं (0,3, 2) और 
(3, 5, 6) से जाने वाली रेखा पर लंब है। 
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I0. 


I. 


2, 


. एक रेखा का कार्तीय समीकरण 


गणित 


दर्शाइए कि बिंदुओं (4, 7, 8), (2, 3,4) से होकर जाने वाली रेखा, बिंदुओं (-।,-2, ]), 
(।, 2, 5) से जाने वाली रेखा के समांतर है। 

बिंदु (], 2, 3) से गुजरने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो सदिश 3 +2 7 -2 # के 
समांतर है। 

बिंदु जिसकी स्थिति सदिश 27} + 4 से गुजरने व सदिश 7 +2 )-#/ की दिशा में जाने 


वाली रेखा का सदिश और कार्तीय रूपों में समीकरण ज्ञात कीजिए। 
उस रेखा का कार्तीय समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिंदु (-2, 4, - 5) से जाती हे और 


*+5 १4 278 के समांतर है। 
3 5 6 

४-53 y+4 
3 


- ना है। इसका सदिश समीकरण ज्ञात 


कीजिए। 
मूल बिंदु और (5,-2, 3) से जाने वाली रेखा का सदिश तथा कार्तीय रूपों में समीकरण ज्ञात 
कीजिए। 
बिंदुओं (3, -2,- 5), ओर (3, -2, 6) से गुजरने वाली रेखा का सदिश तथा कार्तीय रूपों 
में समीकरण को ज्ञात कोजिए। 
निम्नलिखित रेखा-युग्मों के बीच का कोण ज्ञात कीजिए: 

 F=2f-57j+k+AGi+27+6¢) और 

F=Ti-6k+u(t+2}j+2k) 
i) r=3t+j-2k+N(—j—2k) और 


NS] 


=2i-j-56k+u(3t-5}-4k) 
निम्नलिखित रेखा-युग्मों के बीच का कोण ज्ञात कीजिए: 








x ‘Jy-l4 a, 


ए का मान ज्ञात कीजिए ताकि रेखाए, 
2p 2 





और 77x _ आए 5 
3p ] 


_* परस्पर लंब हों। 
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3. दिखाइए कि रेखाएँ +“ _ 2 और ह्‌ र 


* परस्पर लंब हैं। 
-5 | 2 3 





।4. रेखाओं = ({ +2 7+£) + ( -]+/) और 7 =2!-7-£+॥ (2१ +7+2) के 
बीच को न्यूनतम दूरी ज्ञात कीजिए: 
x3 


त +]l +l +]l —S = / 
I5. रेखा ठ = क = र और | = र श ठ के बीच को न्यूनतम दूरी ज्ञात 





कोजिए। 
6. रेखाएँ, जिनके सदिश समीकरण निम्नलिखित है, के बीच की न्यूनतम दूरी ज्ञात कीजिए: 
F=((+2j+3k) +A(-37+2) और 7 =4i+5j+6k+ui+3j+k) 
7. रेखाएँ, जिनकी सदिश समीकरण निम्नलिखित हैं, के बीच की न्यूनतम ज्ञात कीजिए: 
F=(I-DiE+-27+6-20kअTF=(s+Di+Cs-Dj-Os+Dk 


7.6 समतल (Plane) 


एक समतल को अद्वितीय रूप से ज्ञात किया जा सकता हे यदि निम्नलिखित में से कोई एक शर्त ज्ञात होः 
() समतल का अभिलंब और मूल बिंदु से समतल की दूरी ज्ञात है, अर्थात्‌ अभिलंब रूप में समतल 
का समीकरण 


(४) यह एक बिंदु से गुजरता है और दी गई दिशा के लंबवत्‌ है। 
€) यह दिए गए तीन असरेख बिंदुओं से गुजरता है। 
अब हम समतलों के सदिश और कार्तीय समीकरणों को प्राप्त करेंगे। 


].6.। अभिलंब रूप में समतल का समीकरण (Equation of a Plane in normal form) 
एक समतल पर विचार कीजिए जिसकी मूल बिंदु से लंबवत्‌ दूरी 4 (40) है (आकृति ।..।0)। 


यदि 09 मूल बिंदु से तल पर लंब है तथा 0 के _ 
अनुदिश 2 मात्रक अभिलंब सदिश है तब 0४ =4 ४ 
है। मान लीजिए कि समतल पर कोई बिंदु ? है। इसलिए, 
पए , ठए पर लंब है। 
अतः ४०.०२ =0 ..() 
मान लीजिए ? की स्थिति सदिश 7 है तो | दि 
NP= #- 47 (क्योंकि ON+NP=OP) x आकृति 77.70 
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इस प्रकार (।) का रूप निम्नलिखित हे; 
(F—dn):dn=0 


या (F—dn):n =0(d+#0) 
या F.n-dn:n=0 
अर्थात्‌ # -# = 4 (क्योंकि ॥-॥ =]) 


.. (2) 
यह समतल का सदिश समीकरण हे। 
कार्तीय रूप (Cartesian Form) 


समतल का सदिश समीकरण हे जहाँ # समतल के अभिलंब इकाई सदिश है। मान लीजिए समतल 
पर कोई बिंदु (४, +, 2) है। तब 

OP=F=xi+ yj+z k 
मान लीजिए # की दिक्‌-कोसाइन ।, #, 7 हैं। तब 


f=li+mj+nk 


#-# के मानों को (2) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं, 

(xi + y j +2 k) (li+m J +n k) जज 
अर्थात्‌ x+my+nz=d ... (3) 
यह समतल का कार्तीय समीकरण हे। 


| #= टिप्पणी | समीकरण (3). प्रदर्शित करता है कि यदि #:(७/+४ } +८ £) = 4 एक 
समतल का सदिश समीकरण है तो ०४+ 2/+ ८८ = 4 समतल का कार्तीय समीकरण है जहाँ 
०, ए और ८ समतल के अभिलंब के दिक्‌-अनुपात हैं। 





6 
उदाहरण |3 उस समतल का सदिश समीकरण ज्ञात कीजिए जो मूल बिंदु से फ्न् की दूरी पर है 


और मूल बिंदु से इसका अभिलंब सदिश 2 † - 37 +4 #है। 


हल मान लीजिए # = 2†-37+4 € है। तब 
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इसलिए समतल का अभीष्ट समीकरण 


29 G9’ D9 ) 9 
उदाहरण ।4 समतल #- (67-3 7-2/)+ =0 पर मूल बिंदु से डाले गए लंब इकाई सदिश की 
दिक्‌-कोसाइन ज्ञात कोजिए। 
हल समतल के ज्ञात समीकरण को इस प्रकार व्यक्त किया जा सकता है: 
F.(-6i+3}j+2k)=I (RN 


अब ।-67 +37+2¢| = \36+9+4 = 7 


इसलिए (।) के दोनों पक्षों को 7 से भाग करने पर हम पाते हें कि 


जो कि समतल का समीकरण 7 .# = 0 के रूप का है। 


इससे स्पष्ट हे कि = - नि f+ नि j+ ड + समतल के लंब इकाई सदिश है जो मूल बिंदु 


से गुजरता है। इस प्रकार # की दिक्‌-कोसाइन 7°, > ~ हैं। 
2? + 
उदाहरण 5 समतल 2+- 3 +42-6=0 की मूल बिंदु से दूरी ज्ञात कोजिए। 
हल क्योंकि तल के अभिलंब के दिक्‌-अनुपात 2, -3, 4 हैं इसलिए इसकी दिक्‌-कोसाइन हैं: 
2 3 के 2 -3 4 
शि वि हि कक कर जज 
इसलिए समीकरण 2४-3५ +42-6=0 अर्थात्‌ 2४-3 +42=6 को ./29 से भाग करने 
पर हम प्राप्त करते हैं; 


2 -3 4 6 
जपनन & के जज्नन 9 के जज्नन 2 जमा त 
५29 कि पा पक 
और यह /६+#/+#2- 4, के रूप में है जहाँ मूल बिंदु से समतल की दूरी 4 है। इसलिए 


6 
समतल की मूल बिंदु से दूरी प है। 
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उदाहरण ।6 मूल बिंदु से समतल 2:-39+4<-65८"0 4 
पर डाले गए लंब के पाद के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 






Py ५० z) 
हल मान लीजिए मूल बिंदु से समतल पद डाले गए लंब के 


पाद ? के निर्देशांक (2, ),, 2,) है (आकृति ।।.]])। 
तब रेखा 0? के दिक्‌-अनुपात +, ),, 2, हैं। 


समतल की समीकरण को अभिलब के रूप में लिखने पर हम - 


है आकृति .77 
पाते हैं कि 


~ 6 
+_— 2 5 


29. ४297 ४29 N29 


जहाँ 07 के दिक्‌-अनुपात RNR हैं 
क्योंकि एक रेखा के दिक्‌-कोसाइन और दिक्‌-अनुपात समानुपाती होते हैं। अतः 


SD SS OF 
2 जज 4 
v2 J29 ४29 
र्थात 2k —3k Ak 
अर्थात्‌ है... ल त 


इन मानों को समतल के समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हें कि £= --= 


छ 55 
\D 





29 29 29 
| #त टिप्पणी | यदि मूल बिंदु से समतल की दूरी /हो और समतल के अभिलंब की 
दिक्‌-कोसाइन ॥, #, 7 हों तब लंब का पाद (/4, #4, एव) होता है। 


लेट I2 -]8 24 
अतः लंब के पाद के निर्देशांक 5) 





.6.2 एक दिए सदिश के अनुलंब तथा दिए बिंदु से 

होकर जाने वाले समतल का समीकरण (Equation ofa Z 
plane perpendicular to a given vector and 

passing through a given point) 


अंतरिक्ष में, एक दिए गए सदिश के अनुलंब अनेक समतल Ec yz) 
हो सकते हैं परंतु एक दिए गए बिंदु (+, »,, 2.) से इस 9 ¥ 
प्रकार का केवल एक समतल का अस्तित्व होता है (देखिए 

आकृति ।].2)। x आकृति 7.2 
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मान लीजिए कि समतल एक बिंदु &, जिसकी स्थिति 


सदिश 6 है, से जाता है और सदिश च के अनुलंब है। मान 
लीजिए कि समतल पर किसी बिंदु ? का स्थिति सदिश 7 है 
(आकृति ।.।3 )। 


तब बिंदु ? समतल में स्थित होता है, यदि और केवल 
यदि AP, \ पर लंब है, अर्थात्‌ ^P.\= 0. परंतु . 
AP= 7-द . इसलिए आकृति .3 





(F—a):N=0 RI) 
यह समतल का सदिश समीकरण है। 
कार्तीय रूप (Cartesian Form) 


मान लीजिए कि दिया बिंदु ^ (५, ),, 2.) और समतल पर कोई बिंदु ? (५, ५, 2) है तथा च के 
दिक्‌-अनुपात ^, 8 तथा ८ हैं, तब 


d=xmi+y,j+aik, Fexi+yj+zk और N=Ai+Bi+Ck 


अब (F—@):N=0 
इसलिए | (3-अफ्कैजचैछ ) /+(८- जो A+B /+0#)50 
अर्थात्‌ 6(४-०,) + 30. - 9) + ९(७-८2,) 5 0 


उदाहरण 7 उस समतल का सदिश और कार्तीय समीकरण ज्ञात कीजिए, जो बिंदु (5, 2, -4) से जाता 

है और 2, 3, - | दिक्‌ू-अनुपात वाली रेखा पर लंब है। 

हल हम जानते हैं कि बिंदु (5, 2, - 4) का स्थिति सदिश ८=5/+2 )-4/: है और समतल के लंब 

का अभिलंब सदिश \=2£+3}-# है। 

इसलिए समतल का सदिश समीकरण (7-८) =0 से प्रदत्त है। 

या [F-(5i+2j-4K)]:Q i+37- k)=0 Cl 

(]) को कार्तीय रूप में रूपांतरण करने पर हम पाते हैं, कि 
[x—S)E+(y-2Dj+CE+Ak]Cti+3j-k)=0 

या 2(x—5)+3(y—2)-I(zZ+4)=0 

अर्थात्‌ 20 + 39-25 20 

जो समतल का कार्तीय समीकरण हे। 
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.6.3 तीन असरैखीय बिंदुओं से होकर जाने वाले 
समतल का समीकरण (Equation of a plane 
passing through three non-collinear points) 


मान लीजिए समतल पर स्थित तीन असरेख बिंदुओं 
र, $ और 7 के स्थिति सदिश क्रमशः ८, और ठ हैं 
(आकृति ].4)। 

सदिश २5 और 27 दिए समतल में हैं। इसलिए हि 
सदिश र 7 बिंदुओं 2, $ और 7 को अन्तर्विष्ट आकत्ि वत अ4 
करने वाले समतल पर लंब होगा। मान लीजिए समतल में ; 
कोई बिंदु ? का स्थिति सदिश 7 है। इसलिए र से जाने वाले तथा सदिश र ५7 पर लंब, समतल 





का समीकरण (7-८) (RS% RT) = 0 है। 
या (Fa). [(b-d)x(E-d)l=0 ...(]) 
यह तीन असरेख बिंदुओं से गुजरने वाले समतल के समीकरण का सदिश 


प्रारूप है। | 


| # टिप्पणी |उपरोक्त प्रक्रिया में तीन असरेख बिंदु कहना क्यों आवश्यक 
है? यदि बिंदु एक ही रेखा पर स्थित हैं तब उससे गुजरने वाले कई समतल 
होंगे (आकृति ।].]5)। 
ये समतल एक पुस्तक के पृष्ठों की भाँति होंगे जहाँ 
बिंदुओं 2, $ और ग को अतर्विष्ट करने वाली रेखा 
पुस्तक के पृष्ठों के बंधन वाले स्थान का सदस्य है। आकृति 7.5 
कार्तीय रूप (Cartesian Form) 
मान लीजिए बिंदुओं 2, $ और 7 के निर्देशांक क्रमशः (0७, 9, 20), (2, 9०, 2?) और (23, ५, 23) हैं। 
मान लीजिए कि समतल पर किसी बिंदु ? के निर्देशांक (५, ), 2) व इसका स्थिति सदिश 7 है। तब 
RP (४-७०) + (४-9) / + (८-८5) Kk 
RS = (2 —xI)f + (५७2 - ७) j + (22-2!) [ 
RT ८ (05 - 2) | + (७3 - ७) j + (2३-2) 
इन मानों को सदिश प्रारूप के समीकरण (।) में प्रतिस्थापन करने पर हम पाते हैं कि 
XX] YoY ZZ 





XX ry Zzs-Zi|=0 


3 जे] ३37 फ 237 ZI 
जो तीन बिंदुओं (%।, )।, 20), (०, 3०, 22) और (७, 35, 25) से गुजरने वाले समतल के समीकरण का 
कार्तीय प्रारूप है। 
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उदहारण 8 बिंदुओं (2, 5, - 3), $(- 2, - 3, 5) और (5, 3,- 3) से जाने वाले समतल का सदिश 
समीकरण ज्ञात कोजिए। 
हल मान लीजिए ८=27+57-3#, 9-- 2/-3 )+5/६, ८=5+37-3f 
तब ८, छ और ट से जाने वाले समतल का सदिश समीकरण निम्नलिखित हैं: 

(Fd). (RSXRT) =0 (क्यों?) 
या (F—@):[(b-a)x(E-d)] < 0 
अर्थात्‌ [F-(2i+57-36)].[(-4i-87+8k)xGi-2}]=0 
.6.4 समतल के समीकरण का अंतः खंड-रूप (Intercept form of the equation-of a 
plane) 
इस अनुच्छेद में, हम समतल के समीकरण को, उसके द्वारा निर्देशांक्षों पर कटे अंतः खंड के रूप में 
ज्ञात करेंगे। मान लीजिए समतल का समीकरण 

Ax+By+Cz+D=0 (D¥#0)हl .( 
मान लीजिए समतल द्वारा ५, ५, और 7-अक्षों पर कटे अंतः खंड क्रमशः 6, # और ८ (आकृति ।].।6) हैं। 
स्पष्टतः समतल 2, » और 2-अक्षों से क्रमशः बिंदुओं (८, 0, 0), (0, 9, 0), और (0, 0, ८) पर मिलता है। 









Z, 
—D 
इसलिए Aa+D=0OयाA=—— 
K. (0,0,c) 
—D 
Bb+D=OlB= हज 
-D 


Cc+D=0OयC = 


C 
इन मानों को समतल के समीकरण (।) में प्रतिस्थापित करने और 
सरल करने पर हम पाते हें कि 


y 
५ (0,0,0) 
P (4,0,0) 


x आकृति 7.6 
EN -] ©) 
oY F 


जो अंत: खंड रूप में समतल का अभीष्ट समीकरण है। 


उदाहरण ।9 उस समतल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो », और 7-अक्षों पर क्रमशः 2, 3 और 
4 अंतः खंड काटता है। 


हल मान लीजिए, समतल का समीकरण है। 


x 9५ 2 
क र्र | ७४...) 
ada bc 


यहाँ 6८ 2, ७ = 3, ८ = 4 ज्ञात हैं। 
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०, 9 और ८के इन मानों को (।) में प्रतिस्थापित करने पर हम समतल का अभीष्ट समीकरण 


> थे हा यु का =] या 6+ 4) + 32 = [2 प्राप्त करते हैं। 


7.6.5 दो दिए समतलों के प्रतिच्छेदन से होकर जाने वाला समतल (Plane passing 
through the intersection of two given planes) 


मान लीजिए 7, और 7, दो समतल, जिनके समीकरण ~ 
क्रमशः 7.7 = 4, और 7.7, = 4, हैं इनके प्रतिच्छेदन 
रेखा पर स्थित किसी बिंदु का स्थिति सदिश इन दोनों 
समीकरणों को संतुष्ट करेगा (आकृति ।.]7)। 

यदि इस रेखा पर स्थित किसी बिंदु को स्थिति सदिश 7 है, तो £ 


7 .#, 54, और 7 ह, = 4, आकृति 77.7 
इसीलिए » के सभी वास्तविक मानों के लिए हम पाते हैं कि 
t.(h,+Mb) = d,+hd, 

क्योंकि 7 स्वेच्छ है इसलिए यह रेखा के किसी बिंदु को संतुष्ट करता है। 

इस प्रकार समीकरण 7 - (7, +)/,)=4, +), समतल 7, को निरूपित करता है जो ऐसा है कि यदि 
कोई सदिश 7 , 7, और 7,, के समीकरणों को संतुष्ट करता है तो वह 7, को अवश्य संतुष्ट करेगा। 
अतः समतलों 7 -7, = 4, और 7 -॥, =, के प्रतिच्छेदन रेखा से जाने वाले किसी समतल का 
समीकरण ह -(# + 2४५) = 4, + 24, है। .() 


4 
| 
Re 
| 
| 
| 
| 
| 





कार्तीय रूप (Cartesian Form) 
कार्तीय रूप के लिए माना 
fm, = A+B, 7/+0 
i, = A,i+B,j+C,k 
और ह xi+y j+zk 
तो (।) का परिवर्तित रूप है: 
x(A,+ NA))+y(B,+ AB))+Z(C,+ AC)=d + Md, 


या (Ax+By+Cz-d)+ NMAx+By+Cz-d)=0 ©) 
जो प्रत्येक » के लिए दिए समतलों के प्रतिच्छेदन रेखा से होकर जाने वाले किसी समतल का कार्तीय 
समीकरण है। 
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उदाहरण 20 समतलों 7 .(7+7+£)=6 और 7 .(2£+37+4#)=-5, के प्रतिच्छेदन तथा बिंदु 
(।,],।) से जाने वाले समतल का सदिश समीकरण ज्ञात कोजिए। 
हल यहाँ #,=£+7+#£ और 7, = 27+37+4f और ०, =6 और 4, = -5 हैं। 
इसलिए सूत्र ह - (7 +7) =, +^, का प्रयोग करने पर, 

F.[t+j+k+NOt+3j+4k)] = 6-52 
या [I+2NE+O+3N)j++AM)]k = 6-5) ..() 
जहाँ ^ एक वास्तविक संख्या है। 


| 


F=%!+57+7# , रखने पर हम पाते हैं कि 
xi+yF+zk)II+2N)+O+3N) j+O+ANkI=6-5N 
या (I+2N)x+(I+3A)y+(+AN)Z=6-S5N 
या x+y+Z-6)+A (Qx+3y+4zZ+5)=0 el) 
अब प्रशनानुसार अभीष्ट समतल बिंदु (], ।, ।) से जाता है, अतः यह बिंदु, (2) को संतुष्ट करेगा 
अर्थात्‌ 
(I+I+I-6+N(O+3+4+5)=0 


या ) 
. 4 


^ के इस मान को (॥) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हें, कि 


(|) (०५) _ 6D 
7 4 ह ]4 


S| 


0; 23. 3; 69 
या Fl i+iञkl = 
f था आओ | I4 

या F-(207+23}+26k) = 69 


जो समतल का अभीष्ट सदिश समीकरण है। 


.7 दो रेखाओं का सह-तलीय होना (Coplanarity of two lines) 
मान लीजिए कि दो ज्ञात रेखाएँ: 
F=d+A\b .() 
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तथा 7 = दे, +|}, हैं ... (2) 
रेखा (।) बिंदु 4, जिसकी स्थिति सदिश द है, से होकर जाती है तथा छ के समांतर है। रेखा (2) 
बिंदु 8 जिसकी स्थिति सदिश दर, है, से होकर जाती है तथा छ, के समांतर है। तब 


व 


AB = dd 
ज्ञात रेखाएँ सह-तलीय हैं, यदि और केवल यदि ^, & और 8, सह-तलीय हैं। अर्थात्‌ 
AB.(b,X b,) = 0 या (८, - ८) - (92८9, ) = 0 
कार्तीय रूप (Cartesian Form) 
मान लीजिए कि बिंदुओं 4 और 8 के निर्देशांक क्रमशः (2, ),, 2) और (४, ),, ८,) हैं। मान लीजिए 
कि 8, और &, के दिक्‌-अनुपात क्रमशः ८,, 8,, ८, तथा ८,, ७, ८, है। तब 


DD 
AB=(n —m)iH (sy) (es oak 
b, =a, +b 7+०८ £; और b, =a, +b, N+ c, k 
ज्ञात रेखाएँ सह-तलीय हैं, यदि और केवल यदि ॥3.(/ »,)=0 जिसे निम्नलिखित कार्तीय रूप 
में व्यक्त कर सकते हैं। 
NTN YI बाग 
a, 9 ८. |=0 “** (4) 


७2 bs C2 


उदाहरण 2 दर्शाइए कि रेखाएँ 








— — +] न्स —5S हैं 
EMA So 2 नल न पक अति तल है 
i | 5 म ड 5 
हल यहाँ हमें ज्ञात हैजेकि +४ 3, 9 = ], ८, = 5, ८, = -3, ४, =], ८ = 5 

x,=-l,y,=2,2,=5,a,=-l,b,=2,c,=S 
अब निम्नलिखित सारणिक लेने पर हम पाते हैं कि 
AHA YB SD 2 I 0 
a, b, ८. |=|[-3 ] 5|=0 
a, b, c, | | 2 5 


इसलिए रेखाएँ सम-तलीय हें। 
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].8 दो समतलों के बीच का कोण (Angle between two planes) 

परिभाषा 2 दो समतलों के बीच का कोण उनके अभिलंबों के मध्यस्थ कोण द्वारा परिभाषित है 

(आकृति ]।.]8 (2))। ध्यान दीजिए कि यदि दो समतलों के बीच का कोण 6 है तो ।80- 0 

(आकृति ।।.।8 (७)) भी उनके बीच का कोण है। हम न्यून कोण को ही समतलों के बीच का कोण लेंगे। 
मान लीजिए कि समतलों, 7-7, =4, और 7 7, = 4, के बीच का कोण0 है। तब किसी सार्व 

बिंदु से समतलों पर खींचे गए अभिलंबों के बीच का कोण 6 है। 


ni, k ily 
तब cos 0 ८ [दा 








| 8, | | #„ | 


अभिलंबों के बीच का कोण 
=[१0 - (90 -6)] 





समतल | 





र | 
A Sh 
समलंबों के बीच RO 
का कोण 


a) आकृति 77.78 


|= टिप्पणी | दोनों समतल परस्पर लंबवत्‌ है यदि #,.#, = 0 और समांतर है यदि #, और 
॥, समांतर हैं। 





कार्तीय रूप (Cartesian Form) 
मान लीजिए समतलों: 
A. x+B,y+CzZ+D,=0 और Ax+B,y+C,Zz+D,=0 
के बीच का कोण 6 है। 
तो समतलों के अभिलंब के दिक्‌-अनुपात क्रमशः ^,, 8,, €, और 4,, 3,, 0, है। इसलिए 
A, Aos+B,Bs+C, Cs 


Mr pC UE 





पा 0 ल त ब~ टिप्पणी | 
. यदि दोनों समतल परस्पर लंब हे तब 0 = 90° और इस तरह ८०४ 0 = 0. अत 
cos 0 = AA, + 3.8, + CC i) 
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[2 अ के समत समह = नह | 6 





दोनो 'र है तो ^ 
2. यदि दोनों समतल समांतर हैं तो -! = 


नमाज 2 
As 3, Cs 





उदाहरण 22 दो समतलों 2४+ )-27=5 और 3४-6) -27=7 के बीच का कोण सदिश विधि 
द्वारा ज्ञात कोजिए। 


हल दो समतलों के बीच का कोण वही है जो उनके अभिलंबों के बीच का कोण है। समतलों के 
दिए गए समीकरणों से समतलों के सदिश अभिलंब 


Ni=2!+}-2# और च =37-67-2 ६ हैं। 











वसति NiN2 | | (Qt+j=2KGi-67-2h) न 
कि “75 7 + NNN व+]+4 J9+36+4 | (2l 
Fe 
अत; O= cos 2] 


उदाहरण 23 दो समतलों 3४-6५+22=7 और 2:+29-2<-5 के बीच का कोण ज्ञात कोजिए। 
हल समतलों की ज्ञात समीकरणों को तुलना समीकरणों 
A xf#B,VYCzr+D,=0 और MED, ५+ (., EHD ८ 0) 
से करने पर हम पाते हैं किः 4 #3,8,--6, 0. 52 
NR =2,B,=2,C,=-2 


SR 2 + (-06) (2) + (2) (-2) 





पुनः ८0४४० छ | oe 
| +6 +62) Je +2 +2) RT RCC TRE) 0 क) 
-I0_|_ 5 _5\3 
 |7%2/3| 743 2] 
5/3 
इसलिए, 0 = cos! Ed 
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।.9 समतल से दिए गए बिंदु को दूरी (Distance of a point from a plane) 
सदिश रूप (Vector Form) 

एक बिंदु ? जिसका स्थिति सदिश ठ और एक समतल 7, जिसका समीकरण F7-# = 4 
(आकृति ।।.9) पर विचार कोजिए। 


Z 








आकृति .9 
पुनः बिंदु ? से समतल 7 के समांतर समतल 7, पर विचार कोजिए। समतल 7, के अभिलंब 
इकाई सदिश # है। अतः इसका समीकरण (7 - 6 )-# = 0 है। 
अर्थात्‌ F-A = वे). 
अतः, मूल बिंदु से इस समतल की दूरी 07 = |द्व-#। है। इसलिए ? से समतल 7, से दूरी 
(आकृति ।।.2। (4)) 
PQ=ON-ON’=Id- a:hl 


है, जो एक बिंदु से ज्ञात समतल पर लंब की लंबाई है। आकृति ।।.9 (9) के लिए हम इसी प्रकार 
का परिणाम स्थापित कर सकते हैं। 


| = टिप्पणी | 


।. यदि समतल 7, का समीकरण 7. N=, के रूप का है, जहाँ स समतल पर अभिलंब हे 







तो लांबिक दूरी पा है। 










2. मूल बिंदु से समतल # .-० की दूरी न है (क्योंकि ८ = 0)। 
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कार्तीय रूप (Cartesian Form) 
मान लीजिए कि P(%,, ),, 2.) एक दिया बिंदु है जिसका स्थिति सदिश द्व है तथा दिए समतल का 
कार्तीय समीकरण 
2४ + 39 + (८८ 2 हे 
तब वे - mi+y}j+aék 
N= Afi+Bj+Ck 
अतः (।) के द्वारा ? से समतल पर लंब को लंबाई 
(mi+yj+ak).(AI+Bj+Ck)-D 


2 अं हि? GC PA Doth: 


Ax +By+Czr-—D 





dm B? {C2 fb + (४ 


उदाहरण 24 बिंदु (2, 5,-3) की समतल #-(6/-3)+2# ) =4 से दूरी ज्ञात कोजिए। 





हल यहाँ 6-2/+5 )-3#, N=6!-37+2# और4=4. 
इसलिए बिंदु (2, 5, - 3) की दिए समतल से दूरी हैः 
(2i+57-3k).(6f-37+2)-4l 
।6£-37+2| 


J36+9+4 (36 +9+4 है 


..0 एक रेखा और एक समतल के बीच का कोण (Angle between a line 
and a plane) 


।2-5-6-4|।_]3 


परिभाषा 2 एक रेखा और एक समतल के बीच का कोण, 
रेखा ओर समतल के अभिलंब के बीच के कोण का कोण 
(complementary an£।€) पूरक होता है (आकृति ।7.20)। 


सदिश रूप (Vector Form) 
मान लीजिए कि रेखा का समीकरण 7 =द्ध + 4% हे तथा 
समतल का समीकरण 7-7 = 4 है। तब रेखा और समतल के आकृति 77.20 
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अभिलंब के बीच का कोण 6, निम्नलिखित सूत्र द्वारा व्यक्त किया जा सकता है। 
b-7 
| ७ ।-। # | 
और इस प्रकार रेखा और समतल के बीच का कोण 0, 90° - 6, द्वारा प्रदत्त है अर्थात्‌ 
sin (90° — 0) = cos 0 


cos 0 = 




















अर्थात्‌ Fo या 
` RF | 9 ||#| 
ll कक Eo 
उदाहरण 25 रेखा 0 और समतल 0%+2)-।।2=3 के बीच का कोण ज्ञात 


कोजिए। 


हल मान लीजिए कि रेखा ओर समतल के अभिलंब के बीच का कोण 6 है। दिए गए रेखा तथा समतल 
के समीकरणों को सदिश रूप में व्यक्त करने पर हम 


F=(-i+3K+N(2i+3j+6k) 
और F.(07+27-#) =3 प्राप्त करते हैं। 
यहाँ b= 2! +37+6 और #==I07+27-If 
(2i+37+6R).(0f+2}7-IIk) 


४22) 3 +6 h 3° +6 ९७/0? + ?? + ][? I) 4 ॥॥6 0 


अतः ७ 0 = 





| | 
>< 
~ | ट 
un 
| 
>> | | 
~> | 00 
| 
t) | ०० 
5 
-S- 
| 
ds 
oh 
5 
| 
ho 


प्रशनावली 77.3 | 


।. निम्नलिखित प्रश्नों में से प्रत्येक में समतल के अभिलंब की दिक्‌-कोसाइन और मूल बिंदु से 
दूरी ज्ञात कीजिए: 
५७). जे (0) x+y+Z=l 
(2) ७ै४+ 39-25 5 (0) 5y+8=0 

2. उस समतल का सदिश समीकरण ज्ञात कीजिए, जो मूल बिंदु से 7 मात्रक दूरी पर है, और 


सदिश 37 + 5 7 - 6 £ पर अभिलंब है। 
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I0. 


I. 
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, निम्नलिखित समतलों का कार्तीय समीकरण ज्ञात कीजिए: 


(a) F.((+j-k=2 (0) #-(27+3) - 4/0 ८। 
(०) F.[—-2)i+G-nj+Cs+t)k]=I5 


. निम्नलिखित स्थितियों में, मूल बिंदु से खींचे गए लंब के पाद के निर्देशांक ज्ञात कोजिए। 


(a) 2x+3y+4z-I2=0 (0) 3y+4z-6=0 
(०) x+y+z=l (0) 5y+8=0 


, निम्नलिखित प्रतिबंधों के अतर्गत समतलों का सदिश एवं कार्तीय समीकरण ज्ञात कीजिए जो: 


(9) बिदु(।,0,-2) से जाता हो आणे / 5 } £ समतल पर अभिलंब है। 
(७) बिंदु (।,4, 6) से जाता हो और †_2 7+ समतल पर अभिलंब सदिश है। 


. उन समतलों का समीकरण ज्ञात कीजिए जो निम्नलिखित तीन बिंदुओं से गुजरता है। 


(a) (],],-]), (6, 4, - 3), (- 4, - 2, 3) 
(0) CTO, C2, I), (G2) 


. समतल 2४+) -2=5 द्वारा काटे गए अंतः खंडों को ज्ञात कीजिए। 
. उस समतल का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका )-अक्ष पर अंतःखंड 3 और जो तल 20% 


के समांतर है। 


. उस समतल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो समतलों 3% - ५ + 22 - 4 = 0 और 


५+)+2-2=0के प्रतिच्छेदन तथा बिंदु (2,2, ]) से होकर जाता है। 
उस समतल का सदिश समीकरण ज्ञात कीजिए जो समतलों 7 .(2£+2 7-3) =7, 


7 .(27+57+3#)=9 के प्रतिच्छेदन रेखा और (2, ।, 3) से होकर जाता है। 
तलों «++9+<5 और 2४+ 3५+ 47=5 के प्रतिच्छेदन रेखा से होकर जाने वाले तथा तल 
*-)+2=0 पर लंबवत्‌ तल का समीकरण ज्ञात कोजिए। 


समतलों, जिनके सदिश समीकरण 7-(2£ +27 -3#)=5 और 


£:(3!-37+5)=3 हैं, के बीच का कोण ज्ञात कोजिए। 

निम्नलिखित प्रश्नों में ज्ञात कीजिए कि क्या दिए गए समतलों के युग्म समांतर है अथवा लंबवत्‌ 
हैं, और उस स्थिति में, जब ये न तो समांतर है और न ही लंबवत्‌ तो उनके बीच का कोण 
ज्ञात कोजिए। 

(a) Tx+5y+62+30=0 और3*-)-02+4=0 

(0) 2x+y+32-2=0और+x-2y+5=0 

(0) 2x-2y+47+5=0और3+-3y+62-]=0 

(d) 2x-y+32-]=0और?५-++37+3=0 

(०) 4x+8y+2-8=0और++7-4=0 
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4. निम्नलिखित प्रश्नों में प्रत्येक दिए गए बिंदु से दिए गए संगत समतलों को दूरी ज्ञात कोजिए। 


बिंदु समतल 
(a) (0, 0, 0) 3x—4y+l22=3 
(0) (3,-2,]) Dx -y+22+3=0 
(०) (2, 3, -5) x+2y-2z=9 
(d) (-6,0,0) 20 - 39 + 07- 2 5८ 0 


विविध उदाहरण 
उदाहरण 26 एक रेखा, एक घन के विकर्णो के साथ ७, 3, %, 9, कोण बनाती है तो सिद्ध कीजिए कि 


4 
COs’ 0 + cos’ 3 + cos’ Y + cos’ 0 = Z 







हल एक घन, एक समकोणिक षट्फलकीय होता है जिसकी CO, 0) 
लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई समान होते हैं। (०, 0, 7) G 
मान लीजिए कि OADBEFCG एक घन जिसकी प्रत्येक 
भुजा ८ लंबाई की है (आकृति ]7.2])। 
OE, AF, BG और CD चार विकर्ण हैं। vA 0,0) Ds 0) 
दो बिंदुओं 0 तथा छ को मिलाने वाली रेखा 0 अर्थात्‌ आकृति 7.27 
विकर्ण 08 के दिक-कोसाइन 
a—0 a—0 a—0 
Ja +alya? Ja +aly+a Na +a +a 

I I I 
अर्थात्‌ हे विः 
हैं। इसी प्रकार AF, 86 और CD की दिक्‌-कोसाइन क्रमशः 


(0, 4, 4) 


नेर | 

3 N33 ३४३ ३४३३ ३३3 ४३ ४3 ४३ 
मान लीजिए दी गई रेखा जो 08, AF, 306, और CD, के साथ क्रमश: ०, 3, ५, और 8 कोण बनाती 
है, की दिकू-कोसाइन 7, #, 7 हैं। 


तब cos 0. = ष (L + m+n); cos 3 = ह्न (—lI+m+n) 


l l 
cos Y = ष ((- # + #॥); ०05 0 ८ रु (L+m-—n) 
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वर्ग करके जोड़ने पर हम पाते हैं कि 


0०052 & + cos’ 3 + cos’ Y + cos? 0 


[l+m+ny)+(l+m+n)]+जCl-m+ny+(l+m-n)] 


Ul lr 


4 वती 
mtn ) | ८ 3 ( F+m +n =]) 


उदाहरण 27 उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसमें बिंदु (।, - ], 2) अतर्विष्ट है और जो 
समतलों 2+ + 3 - 22 = 5 और ++ 2५-37 = 8 में से प्रत्येक पर लंब है। 
हल दिए गए बिंदु को अतर्विष्ट करने वाले समतल का समीकरण 
A(x—-D+B(+I+C(-2)=0हl ..() 
समतलों 2+ + 3) - 22 = 5 और ++ 2) -32= 8, के साथ (।) द्वारा प्रदत्त समतल पर लंब होने के 
प्रतिबंध का प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 
2A+3B-2C=0औरA+2B=3C=0 
इन समीकरणों को हल करने पर हम पाते हैं कि ^= - 5९ और 8-40 
अतः अभीष्ट समीकरण है: 
—-SC(Q—-D+ACO+D+CE-D=0 
अर्थात्‌ 5x - 49 क अथा 
उदाहरण 28 बिंदु P(6, 5, 9) से बिंदुओं & (3, - , 2), 8 (5, 2, 4) और €(- ], - , 6) द्वारा 
निर्धारित समतल को दूरी ज्ञात कोजिए। 
हल मान लीजिए कि समतल में तीन बिंदु ^, 8, तथा ८ हैं। बिंदु ? से समतल पर लंब का पाद 
9 है। हमें अभीष्ट दूरी PD ज्ञात करनी है जहाँ PD, A का #5 % ^6८ पर प्रक्षेप है। 


अतः PD = ४8 % AC के अनुदिश इकाई सदिश तथा ^? का अदिश गुणनफल है। 
पुनः AP =3f+6j+7fk 
f jk 
और ABxAC=|2 3 2=I2i-I6j+I2k 
-4 0 4 
र 3f-4j+3% 
AB % AC के अनुदिश इकाई सदिश =-= 
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अत; i Cir) muo 
४३4 
_ 334 
I7 


विकल्पतः बिंदु ^, 8 और € से गुजरने वाले समतल का समीकरण ज्ञात कीजिए और तब बिंदु P 
को समतल से दूरी ज्ञात कोजिए। 


उदाहरण 29 दर्शाइए कि रेखाएँ 


>-ध्+ं is 5 id 





0-0 0 A+ 

-b -b AM-b- ड 
और १7९ _ ° ~ 2१९ सह-तलीय है। 

3-१ B B+Y 


हल यहाँ ज्ञात है कि 
x= ८-4 और k= 2-८ 


y= a y,= 2 
Z = a+d Z,= b+C 
और A, तू &- 0 ds 4 B Y 
b =o 9, 5 9 
c= ०+ ० c,= B+Y 
अब सारणिक 
Xn ४-५ कै 2 Dore Der Dd 
a, b, ८ | _ CE) 0 0.:+0 
2 bs ८2 3-7१ B B+Y 
पर विचार कोजिए। 


तीसरे स्तंभ को पहले स्तंभ में जोड़ने पर हम पाते हैं। 


b—-a b-a b+c-—-a-—d 
2| 0०0 0 A +0 -- () 


ठ ठ B+Y 
क्योंकि प्रथम और द्वितीय स्तंभ समान हें। अतः दोनों रेखाएँ सह-तलीय हैं। 
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उदाहरण 30 उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहाँ बिंदुओं ^(3,4, ]) और B(5, ।, 6) को मिलाने 

वाली रेखा %४-तल को काटती हैं। 

हल बिंदुओं ^ और B से जाने वाली रेखा का सदिश समीकरण: 
F=3i+4j+k+A[G-Di+l-4)j+(6-Dk] 

अर्थात्‌ F=3i+47+k+A(2i-37+5f)है .( 

मान लीजिए 7? वह बिंदु है जहाँ रेखा ^B, %४-तल को प्रतिच्छेद करती है। तब बिंदु ? का स्थिति 

सदिश + +) 7 के रूप में है। 


यह बिंदु अवश्य ही समीकरण (।) को संतुष्ट करता है। (क्यों?) 


अर्थात्‌ xi+yj= (3+2A)t+(4-3Nj+(I+5A)k 
ˆ, ) और # के गुणांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं 
x= 3+2% 
y=A—-3% 
O= I+5 
उपरोक्त समीकरणों को हल करने पर हम पाते हें कि 
X= और ह 4 
5 5 
== निर्देशांक I3 23 ड 
अतः अभीष्ट बिंदु के निर्देशांक हे ड? ०] कै 


अध्याय 77 -पर विविध प्रश्नावली 


।. दिखाइए कि मूल बिंदु से (2, ।, ।) मिलाने वाली रेखा, बिंदुओं (3, 5 -।) और 
(4, 3, -]) से निर्धारित रेखा पर लंब है। 

2. यदि दो परस्पर लंब रेखाओं की दिक्‌-कोसाइन ! , #,, #। और !,, #,, 7, हों तो दिखाइए कि 
इन दोनों पर लंब रेखा को दिकू्‌-कोसाइन 
MN, a I Ln, Lim, “7  /, - 70, हें। 

3. उन रेखाओं के मध्य कोण ज्ञात कीजिए, जिनके दिक्‌-अनुपात 6, 8७, 2 और ७ - ८, ८ - 4, 
८-8 हैं। 

4. >-अक्ष के समांतर तथा मूल-बिंदु से जाने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात कोजिए। 

5. यदि बिंदुओं &, 3, ०, ओर 9 के निर्देशांक क्रमशः (।, 2, 3), (4, 5, 7), (- 4, 3, - 6) ओर 
(2, 9, 2) हैं तो AB और CD रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात कीजिए। 
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यदि रेखाएँ xl _Y-ञ2_ 2-3 और * l_y-l_ 2-0 परस्पर लंब हों 
—3 2k 2, 3K ॥| —S 


तो £ का मान ज्ञात कीजिए। 








बिंदु (, 2, 3) से जाने वाली तथा तल 7.(४+27-5#)+9=0पर लंबवत्‌ रेखा का 
सदिश समीकरण ज्ञात कोजिए। 

बिंदु (८, ७, ८) से जाने वाले तथा तल #. 6 + 7+#)=2 के समांतर तल का समीकरण ज्ञात 
कोजिए। 

रेखाओं 7=67+27+2£+)\(-27+2#) और 

F=-4!-£+॥ (37 -2 7-2 /2 के बीच की न्यूनतम दूरी ज्ञात कीजिए 

उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहाँ बिंदुओं (5, ], 6) और (3,4, ]) को मिलाने वाली 
रेखा ४7-तल को काटती है। 

उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहाँ बिंदुओं (5, , 6) और (3, 4, ]) को मिलाने वाली 
रेखा Z%-तल को काटती है। 

उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहाँ बिंदुओं (3,-4,-5) और (2, - 3, ]) से गुजरने वाली 
रेखा, समतल 2४++2=7 के पार जाती है। 

बिंदु (- ], 3, 2) से जाने वाले तथा समतलों ++ 2) +32= 5 और 3%+3) + 2=0में से 
प्रत्येक पर लंब समतल का समीकरण ज्ञात कीजिए। 

यदि बिंदु (।, ।,/) और (-3, 0, ) समतल 7-(3£+47-2)+।3=0से समान दूरी 
पर स्थित हों, तो # का मान ज्ञात कोजिए। 

समतलों 7. (7+7+#/)=।और 7.(27+37-#)+4=0 के प्रतिच्छेदन रेखा से जाने 
वाले तथा »-अक्ष के समांतर तल का समीकरण ज्ञात कीजिए। 

यदि 0 मूल बिंदु तथा बिंदु ? के निर्देशांक (।, 2, -3), हैं तो बिंदु ? से जाने वाले तथा OP 
के लंबवत्‌ तल का समीकरण ज्ञात कोजिए। . 

समतलों 7-(7+27+3#)-4=0 और 7.(27+7-/)+5=0के प्रतिच्छेदन रेखा को 
अंतर्विष्ट करने वाले तथा तल 7.(57+37-6#)+8=0 के लंबवत्‌ तल का समीकरण 
ज्ञात कोजिए। 

बिंदु (- ।,- 5, - ।0) से रेखा 7=27-7+2£+\(3+47+2 £) और समतल 
F-(!-}+)=5के प्रतिच्छेदन बिंदु के मध्य की दूरी ज्ञात कीजिए। 
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।9. बिंदु (,2,3) से जाने वाली तथा समतलों #. 6 -7+2/)=5 और 7.(37+7+#/)=6के 
समांतर रेखा का सदिश समीकरण ज्ञात कीजिए। 
x-8_ y+I9 Z-I0 


20. बिंदु (।, 2, - 4) से जाने वाली और दोनों रेखाओं ठ हा 7 


और 











x—I5 — 29 ९ 
उ = > ह पर लंब रेखा का सदिश समीकरण ज्ञात कीजिए। 


2।. यदि एक समतल के अंतःखंड ८, ४, ८ हैं और इसकी मूल बिंदु से दूरी 7 इकाई हैं तो सिद्ध 








] ] ] ] 
a C D 


प्रश्नों 22 और 23 में सही उत्तर का चुनाव कीजिए। 
22. दो समतलों 2४+ 3) + 42=4 और 4%+ 6+ +82=2 के बीच की दूरी है: 


(A) 2 इकाई (8) 4इकाई (€) 8इकाई _ (0) -- इकाई 


४29 
23. समतल 2४-५ +42 = 5 और 5+ - 2.5) + 40: = 6 हैं: 
(^) परस्पर लंब (B) समांतर 


(९) ५-अक्ष पर प्रतिच्छेदन करते हैं। (D) बिंदु [0 0, न से गुजरते हैं। 


सारांश 


* एक रेखा की दिक्‌-कोसाइन रेखा द्वारा निर्दशांक्षों को धन दिशा के साथ बनाए कोणों 
की कोसाइन होती है। 


यदि एक रेखा की दिक्‌-कोसाइन ।,,7 हैं तो ? + /? + ॥? = ] 
& दो बिंदुओं ? (७, ),, 2.) और 0 (७, »,, 2.) को मिलाने वाली रेखा की दिक्‌-कोसाइन 


ATM YTM व ला है 


PQ FQ) PQ 





जहाँ I CE Ei) ल ) + oY y (5५ ज: ) 


एक रेखा का दिक-अनुपात वे संख्याएँ हैं जो रेखा की दिक्‌-कोसाइन के समानुपाती 
होती हैं। 
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यदि एक रेखा की दिक्‌-कोसाइन ॥,#, # और दिक्‌-अनुपात ८, ०, ८ हैं तो 
मम बा मा मम Se f 
ः Ja +b +c? il 0 MO CORE 3 EE 4 +b +e’ 
विषमतलीय रेखाएँ अंतरिक्ष की वे रेखाएँ जो न तो समांतर हैं और न ही प्रतिच्छेदी हैं। 
यह रेखाएँ विभिन्न तलों में होती हैं। 
विषमतलीय रेखाओं के बीच का कोण वह कोण है जो एक किसी बिंदु (वरीयता मूल 


बिंदु को) से विषमतलीय रेखाओं में से प्रत्येक के समांतर खींची गई दो प्रतिच्छेदी रेखाओं 
के बीच में है। 


यदि /,#,, ४, और /, #,, ४, दिक्‌-कोसाइन वाली दो रेखाओं के बीच न्यूनकोण 0 हे 
तब 
cos 0 = IL, + ७ किन n,n, 

यदि ८,, 8,, ८, और ८,, 2,, ८, दिक्‌-अनुपातों वाली दो रेखाओं के बीच का न्यून कोण 
9 है तब 

ANG, fbb, FHC ० 
od GT 
एक ज्ञात बिंदु जिसकी स्थिति सदिश & है से गुजरने वाली और सदिश / के समांतर रेखा 
का सदिश समीकरण 7 = ढं + } ॐ है। 
बिंदु (६,, ),, 2,) से जाने वाली रेखा जिसकी दिक्‌-कोसाइन !, #, # हैं, का समीकरण 
दो बिंदुओं जिनके स्थिति सदिश ८ और ८ है से जाने वाली रेखा के समीकरण का सदिश 
समीकरण 7 = ढं +) (9 - द) है। 
दो बिंदुओं (४, ),+ ८,) और (2, »,, 2.) से जाने वाली रेखा का कार्तीय समीकरण 


cos 0 = 


SA लरे 
AM I 2] 


यदि दो रेखाओं 7 = ठं, +), और 7 = ठ, +^, के बीच का न्यूनकोण 6 है तो 


क 


र 


b, by 
| , | | ७, | 





COS = 
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यदि दो रेखाओं जा — A — i और 


' mM, i 

MR के हा 
2 -~ के बीच का कोण 6 है तब 

| my ny 
cos 0 ८ |//, + mm, + nn. 
दो विषमतलीय रेखाओं के बीच की न्यूनतम दूरी वह रेखाखंड है जो दोनों रेखाओं पर 
लंब हैं। 
दो रेखाओं 7 = ८, + 4b, और 7 = 4, + ७, के बीच न्यूनतम दूरी 





ओं — न ~~ Die Od ज Ps 
दो रेखाओं =>» -5 य और 2 = 2 =-= 2 के 
A | i) Ci ७2 bs C2 


बीच न्यूनतम दूरी 


A] b, Cc} 


है। 





(०-००) + (cya, — cai)? + (arb, — ash)? न | गा + (Cia, - वैध, ) RUDD ST a 
दो समांतर रेखाओं 7 = ८ +) और 7 = 6, +| के बीच की दूरी 


a) 
| 8 । है 





एक समतल, जिसको मूल बिंदु से दूरी / तथा समतल पर मूल बिंदु से अभिलंब इकाई 
सदिश # है, का सदिश रूप में समीकरण 7-7 = 0 है। 

एक समतल, जिसको मूल बिंदु से दूरी 0 तथा समतल के अभिलंब को दिकू-कोसाइन 
l,m,n हे , का समीकरण ।/% + my+nz=d है। 


एक बिंदु जिसका स्थिति सदिश द से जाने वाला और सदिश च पर लंब समतल का 
समीकरण (7 -@ ) . \ = 0 है। 
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एक दिए गए बिंदु (६,, »,, 2,) जाने वाले और एक दी गई रेखा जिसके दिक्‌-अनुपात 4, 
B, ९ है, पर लंब समतल का समीकरण 4 (४->») + 3 (४/-»)+0 (८-2, ) = 0 है। 
तीन असरैख बिंदुओं (४, »,, 2,), (४, »,, 2.) और (2,, »,, 2.) से जाने वाले समतल का 
समीकरण है: 

ee Sas (WN Sid) 

sR OO Sy 

ATTN THN 27T 
तीन बिंदुओं जिनके स्थिति सदिश द, छ और ह को अतर्विष्ट करने वाले समतल का 
सदिश समीकरण (7 दढ) .[( द्व) ~(८-द)]=0 
एक समतल जो निर्देशांक्षों को (७, 0, 0), (0, ०, 0) और (0, 0, ८) पर काटता है, का 


X 2 
समीकरण + + ˆ = | है। 
a b Cc 


समतलों 7 . ह, =4, और #.-#, =, के प्रतिच्छेदन से गुजरने वाले समतल का सदिश 
समीकरण 7 . (7, + 0.8, ) = 4, + ^, है, जहाँ ^ एक प्राचल है। 
समतलों 
A X+B,YFC,Z Red 
और A,x+B,y+C,ZND,=0 
के प्रतिच्छेदन से गुजरने वाले समतल का समीकरण 
(A x+B ४७० L+D)-Nr+B,y+C,z+D,)=0है। 
दो रेखाएं ह = ठ, + ^ और 7 = 6, + ४, सह-तलीय हैं यदि 
(व, - द): (0 *b,) = 0 
यदि उपरोक्त रेखाएं बिंदुओं ^(,, »,, 2,) तथा 8(५,, »,, 2.) से गुजरती है तब समतलीय 
Xo Mf) YY 2272 

हैं यदि| °! 5 |= 

2 bs C2 
दो तल जिसके सदिश रूप 7.7, = 4, और 7-7, =4, हैं तथा इनके बीच का न्यून कोण 
| 7, +7 | 


9 है तब 0 = ८057 = 
|n, llr | 
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रेखा 7 = दं + \ और तल 7.# =4 के बीच का न्यून कोण है तब 


b:n 


sin ९ ८ | 
Ib |IAl 








तलों 4,४ + B,)+ ९,2 +D, = 0 तथा 

A,x+B,+C,2+D,=0के बीच का न्यून कोण 9 है तब 
EN CO CS 

VA?+B?+C? +Bi+C Jd ES HE + 32 + (८ 

सदिश रूप में, एक बिंदु जिसका स्थिति सदिश ठ है, से तल F7.#2=4से दूरी 

| 4 - द -#| है। 

एक बिंदु (%,, ),, 2,) को तल ^+ B+ (/+ =0से दूरी 


Q = cos 








Ax, + By, REZ, PD 


है, क के AB NC | 
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